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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Montrer que

∀x ∈]0, 1[, xx(1− x)1−x >
1

2
.

Solution : Comme la fonction ln est concave sur ]0, 1[,

∀(a, b) ∈]0, 1[2, ∀λ ∈ [0, 1], ln(λa+ (1− λ)b) > λ ln a+ (1 − λ) ln b.

Soit x ∈]0, 1[. En posant a = x ∈]0, 1[, b = 1− x ∈]0, 1[ et λ = x ∈]0, 1[ , on trouve que

x ln x+ (1− x) ln(1− x) 6 ln(x2 + (1− x)2)

En étudiant la fonction ϕ :

{

R −→ R

x 7−→ x2 + (1− x)2
, on montre qu’elle admet un minimum en

1

2
qui vaut

1

2
. Par conséquent,

x ln x+ (1− x) ln(1− x) > ln(
1

2
).

On applique alors l’exponentielle à notre inégalité et comme cette fonction est croissante, on

obtient le résultat de l’énoncé.
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