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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

En utilisant la fonction définie par f(x) = ln(ln x), montrer que

∀a, b > 1, ln

(

a+ b

2

)

>
√
ln a ln b.

Solution : La fonction f est deux fois dérivable sur l’intervalle I =]1,+∞[ et pour tout x > 1,

on calcule f ′′(x) = − 1

x2 lnx
− 1

x2(ln x)2
= −1 + lnx

x2 ln2 x
< 0. La fonction f est donc concave et pour

a, b > 1 et λ ∈ [0, 1] :

ln ln
(λa+ (1− λ) b

2

)

> λ ln ln a+ (1− λ) ln ln a.

Donc en prenant λ = 1/2, il vient que :

ln ln
(a+ b

2

)

>
ln ln a+ ln ln a

2
= ln

(

(ln a ln b)1/2
)

En prenant l’exponentielle qui est croissante, on en déduit l’inégalité de l’énoncé.

Références

1


