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Exercice 0.1 Pas de titre
Soit f : I — R une fonction & valeurs strictement positives. On suppose que Va € R,
fa x> e f(x) est convexe sur R.
Démontrer que g : x — In(f(x)) est convexe sur R.

Solution :

1. Si on suppose f deux fois dérivable sur R, on a f.(z) = (af(z) + f'(x))e** et fl(z) =
(@®f(z) + 2af'(z) + f"(x))e*®. Par hypothése, on a f!(x) > 0 ceci pour tout a. On en
déduit que le discriminant du trinéme en a est négatif. Donc (f'(z))* — f(z)f(x) < 0 et
ceci pour tout x réel.

"
Or g est deux fois dérivable et g’ (z) = % On en déduit que g est convexe.
x
2. Si on ne suppose plus f deux fois dérivable sur R, la démonstration est plus acrobatique :

In(f(z)) — In(f(z))
-y

Pour z # y et t € [0,1], on pose a = . Par hypothése, f, est convexe

sur R donc

exp(a(tr + (1 = t)y)) f(tz + (1 — t)y) < te f(x) + (1 —)e™ f(y),

En prenant les logarithmes, on obtient la convexité de g sur R.
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