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Exercice 0.1 * Pas de titre

1. Etudier la fonction f : { JI,+oo — Rl

x — ——
zlnz

2. Démontrer que pour tout entier n > 2, on a :

(n+1)111(n+1) <In(ln(n+1)) —In(lnn) < 1

nlnn’

3. En déduire que la suite (u,) de terme général

" 2In2 ' 3In3 nlnn

Un

définie pour tout entier n > 2 diverge vers +o0o quand n tend vers 4c0.

Solution :

1. La fonction f est dérivable sur |1, +oo[ par opérations sur les fonctions dérivables. De plus,
1+ Inx
221’z

sur |1, +o0[ et f est strictement décroissante sur son domaine de définition. On montre par

ailleurs facilement que f (z) —— 400 et que f (z) —— 0.

r—1+ r—+00

pour tout x € ]1,+o00[, on a f'(z) = . La fonction f’ est strictement négative

[n,n+1] — R

@ — In(Inz)
Comme n > 2, on a :x > 2 et donc Inx > 0. La fonction 6 est donc bien définie. Elle est
de plus dérivable sur son domaine de définition par opérations sur les fonctions dérivables

2. Soit n > 2. Introduisons la fonction 6 : . Soit x € [n,n +1].

1
et 0 (z) = P D’aprés la question précédente, f' est strictement décroissante, d’aprés
zlnz
Pinégalité des accroissements finis appliquée a 0 sur le segment [n,n + 1], il vient que

1

< 1)) —In(lnn) < —.
(n4+1)In(n+1) n(n(n+ )) n(nn) nlnn




3. Soit n > 2. D’apreés la question précédente, on a : 1/(2In2) > In (In3)—In(In2), 1/(31In3) >
In(In4)—In (In3), ...,1/(nlnn) > In(In (n + 1))—In (Inn). On somme alors ces n—1 inégalités

et on trouve par télescopage que :

Un

> (In(In3) —In(In2)) + (In(In4) —In(In3)) +

On conclut en appliquant le théoréme des gendarmes :

L-I—L-i- + L
2In2  3In3 nlnn

<+ (In(ln(n+1)) —In(lnn))

In(ln(n+1)) —In(In2).

Uy — +00 |
n—-+oo
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