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Exercice 0.1 * % Pas de titre
On considére I'équation différentielle :

(B): (1—-2®)y +zy+(@*—1)=0
1. Déterminer toutes les solutions de (E) sur] —1,1].

2. Existe-t-il une solution sur I =] —1,1] 7 (On admettra que /2 — arcsinx  ~ 21 —x)
r—1-
).

Solution : La quantité (z* — 1) ne s’annule pas sur I; =] — 1, 1[. Résolvons I’équation d’abord
sur I;. La solution générale de I’équation homogéne est

yo(xz) =Cv/1—22 ou C e R.
En utilisant la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliére de la
1
forme “y(z) = C(x)v/1 — x2. Il suffit que C' () = ——
(@) = C@)VT=. Hsuffit que C'(x) = ———

La solution générale s’écrit donc

y(x) = (arcsinz + C)V/ 1 — 2.

Soit maintenant y une solution sur I. Pour que I’équation soit vérifiée en 1, il faut que y(1) = 0.
Comme Vx < 1, y(z) = (arcsinz + C)V/1 — z2, cette fonction se prolonge par continuité en 1 avec
y(1) = 0. Etudions la dérivabilité en 1 de la fonction ainsi prolongée. Puisque y vérifie I'équation
différentielle, on en tire que Vx < 1,

et donc par exemple C(x) = arcsin(z).

arcsinx + C

")=1—-=x
g Vi—2?
Pour que 3y’ ait une limite finie en 1, il faut que C' = — arcsin 1 = T En effet, si C' #£ —g, alors

y'(x) ——— oo et d’aprés la proposition ?? page 7?7, y ne serait pas dérivable en 1?7
r—1—




SiC = —g, alors

y,(x)il_xarcsin:r—ﬂ'ﬁ 2cararcsin:1:—7r/2 N V21 -z) V2
’ V1 — 22 z—1 1—22 z-1- V1—22 vr+1 z—1-

et donc d’apreés le théoréme 77, y est dérivable en 1 avec y'(1) = 2. Réciproquement, on vérifie
que la fonction

T (arcsinx — g) V1—22

est solution de (E) sur ] — 1,1]. C’est la seule solution de cette équation sur ] — 1,1].
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