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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Soit un réel a ∈ R et une fonction f : [a,+∞[ 7→ R dérivable sur [a,+∞[ telle que f ′(t) −−−−→
t→+∞

0.

1. Montrez que
f(t)

t
−−−−→
t→+∞

0.

2. En déduire ensuite que si f ′(t) −−−−→
t→+∞

l ∈ R,
f(t)

t
−−−−→
t→+∞

l.

Solution :

1. Soit ε > 0. Comme f ′(t) −−−−→
t→+∞

0, il existe A1 > 0 tel que ∀x > A1, |f
′(x)| 6 ε. Soit alors

x > A1. En utilisant le théorème des accroissements finis entre A1 et x, on peut affirmer

qu’il existe cx ∈]A1, x[ tel que f(x) = f(A1) + f ′(cx)(x−A1). Alors

f(x)

x
=

f(A1)

x
+ f ′(cx)

(
1−

A1

x

)

Comme
f (A1)

x
−−−−−→
x→+∞

0, il existe A2 > 0 tel que ∀x > A2,

∣∣∣∣
f (A1)

x

∣∣∣∣ 6 ε.

Comme 1−
A1

x
−−−−−→
x→+∞

1, il existe A3 > 0 tel que ∀x > A3,

∣∣∣∣1−
A1

x

∣∣∣∣ 6 1.

Posons A = max(A1, A2, A3).

Si x > A, on obtient l’encadrement suivant :

∣∣∣∣
f(x)

x

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣
f(A1)

x

∣∣∣∣+ |f ′(cx)|

∣∣∣∣1−
A1

x

∣∣∣∣ 6 ε+ ε× 1 6 2ε

Il suffit alors de reprendre la démonstration avec au départ ε̃ =
ε

2
pour avoir |f (x) /x| 6 ε

si x > A. On prouve ainsi que f (x) /x −−−−−→
x→+∞

0.

1



2. Définissons une fonction g par g(x) = f(x) − lx. Elle est dérivable sur [a,+∞[ et ∀x > 0,

g′(x) = f ′(x) − l −−−−−→
x→+∞

0. Donc d’après la première partie,
g(x)

x
−−−−−→
x→+∞

0. On trouve

alors que
f(x)

x
− l −−−−−→

x→+∞

0 ce qui prouve que
f(x)

x
−−−−−→
x→+∞

l.
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