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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Racines primitives de l’unité

Soit n ∈ N, n > 1 et soit ω ∈ Un. On dit que ω est une racine primitive n-ième de l’unité si

et seulement si toute racine n-ième de l’unité s’écrit comme une puissance de ω. Autrement dit :

Un =
{

ωk | k ∈ Z
}

Soit k ∈ J0, n − 1K. Montrer que ω = e
2ikπ
n est une racine primitive n-ième de l’unité si et

seulement si k est premier avec n.

Solution :

— Par contraposée, si k et n ne sont pas premiers entre eux, alors ils admettent un diviseur

commun d 6= ±1 : n = dn′ et k = dk′ avec n′, k′ ∈ N. En particulier, wn
′

=

(

e
2iπk′

d
n

)n
′

= 1

et

{wr | r ∈ N} ⊂ Un′  Un

car n′ < n. On en déduit que ω n’est pas primitive.

— Si k et n sont premiers entre eux alors d’après le théorème de Bézout, il existe a, b ∈ Z tels

que ak + bn = 1. Donc pour tout l ∈ J0, n− 1K,

(

e
2ikπ
n

)al

= e
2ikalπ

n = e
2i(1−bn)lπ

n = e
2ilπ
n

et ω est bien primitive.
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