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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

On considère la fonction f :]0,+∞[−→ R définie par f(x) = xn−1 lnx où n ∈ N
⋆. Calculez

f (n)

Solution : La fonction f est de classe C∞ sur l’intervalle ]0,+∞| comme produit de fonctions

C∞. Notons g la fonction définie par g(x) = xn−1 et h la fonction définie par h(x) = ln(x). D’après

la formule de Leibniz, pour x > 0,

f (n)(x) =
n
∑

k=0

(

n

k

)

g(k)(x)h(n−k)(x)

Mais on montre facilement que pour k 6 n− 1,

g(k)(x) =
(n− 1)!

(n− k − 1)!
xn−1−k

et que g(n) = 0, puis que ∀k > 1,

h(k)(x) = (−1)k−1 (k − 1)!

xk

Donc

f (n)(x) =

n−1
∑

k=0

(

n

k

)

(n− 1)!

(n− k − 1)!
xn−1−k(−1)n−k−1 (n− k − 1)!

xn−k

=
(−1)n−1(n− 1)!

x

n−1
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)k

=
(−1)n−1(n− 1)!

x

[

(1− 1)n − (−1)n
]

=
(n− 1)!

x

1
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