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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Soit

f :



















[0, 1] −→ R

x 7−→











x sin

(

e−
1
x

x

)

si x 6= 0

0 si x = 0

Est-ce que f est de classe C1, C2 sur [0, 1] ?

Solution : La fonction f est de classe C2 sur ]0, 1] par opération sur les fonctions de classe C2.
Étudions la dérivabilité en 0. Soit x ∈ ]0, 1]. Le taux d’accroissement de f en 0 est

∆f (x) =
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1
x
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)

x
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1
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∼
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1
x

x

X=1/x
====== Xe−X −−−−−→

X→+∞

0. Donc f est dérivable en 0 et f ′ (0) = 0. Par ailleurs, toujours

pour x ∈ ]0, 1] :

f ′ (x) =
1

x2

(

x2 sin

(

e−1/x

x

)

+ (1− x) e−1/x cos

(

e−1/x

x

))

et il vient facilement que f ′ (x) −−−−→
x→0+

0, f ′ est aussi continue en 0. Calculons f ′′. On a :

f ′′ (x) = −
e−1/x

x2
(1− x) sin

(

e−1/x

x

)

+
e−1/x

x4
(−2x+ 1) cos

(

e−1/x

x

)

−−−−→
x→0+

0

donc f ′ est dérivable à droite en 0 d’après le théorème du prolongement dérivable et f ′′ est
continue en 0. En conclusion f est de classe C2 sur [0, 1].
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