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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Soit f la fonction définie sur R par :

f (x) =

{

(xx)x si x > 0

1 si x 6 0

1. Vérifier que f est dérivable sur R et calculer f ′.

2. La fonction f est-elle de classe C1 sur R ?

3. La fonction f est-elle deux fois dérivable sur R ?

Solution :

1. Pour tout x ∈ R
∗

+, f (x) = ex
2
lnx. La fonction f est dérivable sur R∗

+ par opérations sur les
fonctions dérivables. f est par ailleurs clairement dérivable sur R

∗

−
. Étudions la dérivabilité

de f en 0. Si x ∈ R
∗

+ : ∆(x) =
f (x)− f (0)

x− 0
=

ex
2
ln x − 1

x
∼

x→0+
x ln x −−−−→

x→0+
0 car

x2 lnx −−−−→
x→0+

0. Donc f est dérivable à droite en 0 et f ′

d (0) = 0. Il est clair que f est

dérivable à gauche en 0 et que f ′

g (0) = 0. f est donc dérivable en 0 et f ′ (0) = 0. En résumé,
f est dérivable sur R.

2. La fonction f ′ est continue sur R
∗ par opérations sur les fonctions continues. De plus, si

x ∈ R
∗

+ : f ′ (x) = (2x lnx+ x) ex
2
ln x −−−−→

x→0+
0 par opérations sur les limites. Il est par

ailleurs clair que si x ∈ R
∗

−
, f ′ (x) −−−−→

x→0−
0. f ′ est donc continue sur R et f ∈ C1 (R).

3. f ′ est dérivable sur R
∗ par opérations sur les fonctions dérivables. En 0+ :

∆(x) =
f ′ (x)− f ′ (0)

x− 0
=

(2x lnx+ x) ex
2
ln x

x
= (2 lnx+ 1) ex

2
lnx

−−−−→
x→0+

−∞

par opérations sur les limites et car x2 lnx −−−−→
x→0+

0. f n’est donc pas deux fois dérivable en

0.
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