Dérivée symétrique en 0
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Exercice 0.1 2. 0. ¢ Dérivée symétrique en 0
Soit une fonction f : R — R. On dit que cette fonction posséde une dérivée symétrique en 0
lorsque
h) — f(=h
lim M existe et est finie.
h—0 2h

1. Si la fonction f est dérivable en 0, montrer qu’elle admet une dérivée symétrique en 0 et
la calculer.

2. Si la fonction f admet une dérivée symétrique en 0, est-elle dérivable en 07

Solution :

1. Calculons le développement limité a 'ordre 1 de f en O :
f(@) = £(0) +zf'(0) + ze(x)

avec e(x) — 0. Soit h > 0. En écrivant cette égalité pour x = h et pour © = —h, en
r—r

soustrayant et en divisant par 2h, on trouve que

S0 = F(=h) _ o W) Fe(=h)
T SO T SO

Donc la fonction f admet une dérivée symétrique en 0 qui vaut f'(0).

h)— f(=h
2. La réciproque est fausse comme on le voit si f(z) = |x| : Yh # 0, % =0 donc f

admet une dérivée symétrique en 0 mais n’est pas dérivable en 0 car f;(0) = —1 et f3(0) = 1.
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