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Exercice 0.1 2. 0. ¢ Pas de titre
On considére I'équation différentielle (L) : z(2* — 1)y’ + 2y = 2°.

— Résoudre (L) dans chacun des sous-intervalles I} =] — oo, —1[, I =] — 1,0[, I3 =|0, 1] et
1y :]1, +OO[

— Existe-t-il des solutions de (L) définies sur R.

Solution :
— Soit (N) : ¢ + 2y = & (N) est définie sur I = I; U I, U I3 U
Y r(@2—-1)  z@2-1) - 2 3
I,. Notons (H) l'équation homogéne associée a (N) et introduisons la fonction a
I — R
RN 2 1 _2,1 - Pour tout k = 1,2,3,4, une primitive de a sur
T ($2 _ 1) 1+x x x—1
I, est donnée par :
1+ z||z—1|
T In————.

Par conséquent, pour tout k = 1,2, 3,4, les solutions de (H) sur I}, sont, par application du
théoréme de résolution des équations linéaires du premier degré, de la forme :

Ik — R
. 2 .
Pay T ag €z ,OékER
(z+ 1) (x—1)

Soit k € [1,4]. Déterminons une solution particuliére de (N) sur Ij en utilisant la méthode

2
.,
(x+1)(z—-1)
z? z?

est une fonction C* sur Iy. On a : o (z) CESNCES) = T@r D@D c’est-a-dire

o (z) = 1 et donc on peut prendre a(z) = In|z|. En résumé, pour tout k € [1,4], les

de variation de la constante. On la cherche sous la forme z — a(x) U«




solutions de (N) et donc de (E) sont, sur I, de la forme :

2

ol a € R

— Cherchons s’il existe des solutions de (E) définies sur R. Si une telle solution ¢ existe alors :

1. ¢ doit étre continue et dérivable sur R.
2

xr
2.Vke[1,4], 3 eR: ¢, = nlz|+ B) 5.

2 -1

Mais

2 2
lim ¢ (z) = lim (Inz+ B3) . 1= lim (ln:v + B ) a

1= o1 z? — a=s1i-\z—1 x-1/2x+1
qui n’est définie (et vaut ) que si 83 = 0. On montre de méme que lim+ ¢ (z) n’est définie
rz—1

que si B4 = 0, lim ¢ (x) n’est définie que si f2 = 0 et lim ¢ (x) n’est définie que si
rz——1t rz——1—

1
51 = 0. De plus - |x|1 —— 0. La fonction ¢ définie par :

T2 — z—0
22 In |z| )
= siz e R\ {-1,0,1}
p(@) =11 o= 1
0 siz=20

est donc continue sur R. Montrons qu’elle est dérivable sur R. Soit x € I :

— (0 2]
_e@=00 — el 0 donc f est dérivable en 0 et f' (0) = 0.

z—0 x(z?2—1) z—0
z?Ilnz 1
@ —p) . @-1) % x=e1 . 2(X+1DPX+1)-(X+2)X
i e L A, 2X2 (X +2)

et, comme In (1 + X) = X — XTz + o (X?),
X—0

2(X+1)°’In(X+1) - (X+2)X 1 1
2X2 (X +2) = %Y =3

s _1
[ est dérivable en 1 et f' (1) = 5.

— On montre de méme que f est dérivable en —1 et que f'(—1) = 0.

On vérifie réciproquement que la fonction f ainsi construite est solution de (F) sur R.
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