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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Étudier le prolongement en 0 et les branches infinies de la fonction définie par

f(x) =
x3

(x2 + 1) arctanx

Solution : On a au voisinage de 0 :

f(x) =
x3

(x2 + 1) arctanx
=

x3

x+ 2/3x3 + o
x→0

(x4)
=

x2

1 + 2/3x2 + o
x→0

(x3)
= x2 + o

x→0

(

x3
)

donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f (0). Son prolongement est dérivable en 0.
La tangente au graphe de f en 0 est l’axe des abscisses et le graphe est au dessus de la tangente.

Pour étudier le comportement de f au voisinage de +∞, calculons un développement asymp-
totique au voisinage de 0 de f (1/x). On sait que pour tout x > 0, arctanx + arctan 1/x = π/2
(voir la proposition ?? page ??) donc arctan1/x = π/2− x+ 1/3x3

− 1/5x5 + o
x→0

(

x6
)

et on a :

f (1/x) =
1

x (1 + x2)
(

π/2− x+ 1/3x3
− 1/5x5 + o

x→0
(x6)

) =
2

πx

1

1 + x2

1

1− 2/πx+ 2/(3π)x3
− (2/5π)x5 + o

x→0
(x6)

et f (x) = 2 x
π + 4 π−2 + 2 −1+4 π−2

π x + 2
−2/3 π−1

−2
π2

−4

π3

π x2 + o
x→+∞

(

x2
)

donc la droite d’équation

y = 2 x
π + 4 π−2 est asymptote à la courbe en +∞.
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