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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Construire les courbes représentatives des deux fonctions définies par :

f(x) =
ln(1 + x)

lnx
et g(x) =

(
ex + 1

2

) 1
x

On précisera les asymptotes éventuelles, la position de la courbe par rapport aux asymptotes,
et on étudiera éventuellement les prolongements par continuité.

Solution :

— Le domaine de définition de f est Df =]0, 1[∪]1,+∞[. Cette fonction est dérivable sur son
domaine de définition par opérations sur les fonctions dérivables et pour tout x ∈ Df ,

f ′(x) =
x lnx− (x+ 1) ln(x+ 1)

x(x+ 1) ln2 x
6 0 (car x ln x 6 (x+1) ln(x+1)). Donc la fonction f est

décroissante. On remarque que f(x) ∼
x→0+

x

lnx
et donc f(x) −−−−→

x→0+
0. Puisque

f(x)

x
∼

x→0+

1

lnx
−−−−→
x→0+

−∞, la courbe présente une tangente verticale en 0. Lorsque x → +∞, f(x) =

lnx(1 + 1

x
)

lnx
= 1 +

ln(1 + 1

x
)

lnx
et donc f(x) − 1 ∼

x→+∞

1

x lnx
−−−−−→
x→+∞

0. La droite y = 1 est

une asymptote, et la position par rapport à l’asymptote se lit sur le tableau de variations.

— Le domaine de définition de g est Dg = R\{0}. g(x) = exp

[
1

x
ln

(
ex + 1

2

)]
. g est dérivable

sur son domaine de définition par opération sur les fonctions dérivables et pour tout x ∈ Dg,

g′(x) =

(
ex + 1

2

) 1
x

x2

[
2x

ex

ex + 1
− ln(

ex + 1

2
)

]

Étudions le signe de ϕ(x) = 2x
ex

ex + 1
− ln(

ex + 1

2
). On remarque que ϕ′(x) =

2xex

(ex + 1)2
est

du signe de x. Comme ϕ(0) = 0, il vient que g′(x) > 0.
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Lorsque x → 0, posons

a(x) =
1

x
ln(

ex + 1

2
) =

1

x
ln(1 +

ex − 1

2
) =

1

2
+

1

8
x− 1

192
x3 + o(x3)

On a alors

g(x) =
√
e+

√
e

8
x+

√
e

128
x2 + o(x2)

Donc g se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =
√
e. La fonction ainsi prolongée

est dérivable en 0, de dérivée g′(0) =

√
e

8
et localement, la courbe se situe au dessus de sa

tangente.

Lorsque x → +∞, posons h =
1

x
,

g̃(h) = exp

(
h ln

[
e
1
h+1

2

])
= exp

(
1 + h ln

[
1+e

−

1
h

2

])

Lorsque h → 0−, e
1
h → 0, et donc g̃(h) → 1. Lorsque h → 0+, on utilise la deuxième

expression : e−
1
h → 0 et donc g̃(h) → e. On trouve donc que lorsque x → −∞, g(x) → 1 et

lorsque x → +∞, g(x) → e. La position par rapport aux asymptotes se lit sur le tableau de
variations.

Références


