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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

1. Écrire le DL(0,n) de
1

1 + u
en écrivant le reste exact.

2. Que donne cette formule pour
1

1 + e−2t
?

3. Montrer que
∫ π

0

sin t

ch t
dt = 2 lim

n→∞

n
∑

k=0

(−1)k
e−(2k+1)π + 1

(2k + 1)2 + 1

Solution :

1. Pour tout u ∈ R \ {±1},
1

1− u
=

n
∑

k=0

uk +
un+1

1− u

donc
1

1 + u
=

n
∑

k=0

(−1)
k
uk + (−1)

n+1 un+1

1 + u
.

2. On obtient alors pour tout t ∈ R :

1

1 + e−2t
=

n
∑

k=0

(−1)
k
e−2kt + (−1)

n+1 e−2(n+1)t

1 + e−2t
.

3. Pour tout t ∈ R :

sin t

ch t
=

2 sin t

et + e−t
=

2 sin t

et
1

1 + e−2t
= 2

n
∑

k=0

(−1)
k
e−(2k+1)t sin t+ (−1)

n+1 2e−(2n+3)t sin t

1 + e−2t
.

En effectuant deux intégrations par parties successives, on calcule que pour tout k ∈ J0, nK :
∫ π

0

e−(2k+1)t sin t dt =
e−(2k+1)π + 1

(2k + 1)2 + 1

1



donc en passant à l’intégrale dans la somme, on obtient :

∫ π

0

sin t

ch t
dt = 2

n
∑

k=0

(−1)k
e−(2k+1)π + 1

(2k + 1)2 + 1
+

∫ π

0

(−1)
n+1 2e−(2n+3)t sin t

1 + e−2t
dt.

Mais
∣

∣

∣

∣

∫

π

0

(−1)n+1 2e−(2n+3)t sin t

1 + e−2t
dt

∣

∣

∣

∣

6

∫

π

0

e−2(n+1)t sin t

ch t
dt 6

∫

π

0

e−2(n+1)t dt = −
1

2 (n+ 1)

(

e−2(n+1)π − 1
)

−−−−−→
n→+∞

0

d’où le résultat.
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