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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

1. Soit θ ∈ [−π, π]. Déterminer le module et un argument de : eiθ + 1 et eiθ − 1.

2. En déduire le module et un argument, pour θ ∈ ]−π, π[, de :

cos θ + i sin θ + 1

cos θ + i sin θ − 1
.

Solution :

1. Par factorisation par les angles moitiés (voir proposition ?? page ?? ), on trouve :

z = eiθ + 1 = ei
θ
2

(

ei
θ
2 + e−i

θ
2

)

= 2 cos
θ

2

ei
θ
2 .

Il reste à étudier le signe de cos θ

2
. Comme θ ∈ [−π, π], alors θ

2
∈ [−π/2, π/2] et cos θ

2
> 0.

Il vient donc : |z| = 2 cos
θ

2

et arg (z) =
θ

2

[2π] . On montre de même que si z′ = eiθ − 1

alors :

z′ = ei
θ
2

(

ei
θ
2 − e−i

θ
2

)

= 2i sin
θ

2

ei
θ
2 = 2 sin

θ

2

e
i

(

θ
2
+π

2

)

.

On étudie alors le signe de sin θ

2
. Comme θ ∈ [−π, π], sin θ/2 > 0 si θ ∈ [0, π] et sin θ/2 < 0

si θ ∈ [−π, 0[. Donc :

|z′| = 2
∣

∣

∣
sin

θ

2

∣

∣

∣
et arg (z′) =











θ + π

2
[2π] si θ ∈ [0, π]

θ + 3π

2
[2π] si θ ∈ [−π, 0[

2. En utilisant les résultats de la question précédente, on obtient :

Z =
cos θ + i sin θ + 1

cos θ + i sin θ − 1
=

eiθ + 1

eiθ − 1
=

ei
θ
2

ei
θ
2

2 cos θ

2

2i sin θ

2

= cotan
θ

2

e−i
π
2

On obtient |Z| = |z| / |z′| =
∣

∣

∣
cotan

θ

2

∣

∣

∣
et arg (Z) = arg (z) − arg (z′) =

{

−π/2 si θ ∈ [0, π[

− 3π

2
[2π] si θ ∈ ]−π, 0[

.
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