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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

1. Soit x ∈ R. Etudier la suite

u0 = x et ∀n ∈ N, un+1 =
un − 1

2

2. Trouver les fonctions f : R 7→ R continues vérifiant

∀x ∈ R, f(2x+ 1) = f(x)

Solution :

1. La suite s’étudie classiquement. La fonction h : R → R, x 7→
x− 1

2
est strictement croissante,

admet comme seul point fixe x0 = −1 et vérifie h (x) > x si x ∈ ]−∞,−1] et h (x) 6 x si

x ∈ [−1,+∞[. Donc si u0 ∈ ]−∞,−1], la suite (un) est croissante et majorée par −1. Elle

converge alors vers l’unique point fixe de h. De même, si u0 ∈ [−1,+∞[, la suite (un) est

décroissante et minorée par −1 et converge aussi vers −1. En résumé : un −−−−−→
n→+∞

−1.

2. Puisque f est continue en −1, f(un) −−−−−→
n→+∞

f(−1). Mais ∀n ∈ N, f(un+1) = f(2un+1+1) =

f(un) et par conséquent, la suite f(un) est constante. On en déduit que f(x) = f(−1) et

donc f est une fonction constante. Réciproquement, les fonctions constantes vérifient la

propriété de l’énoncé.
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