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Exercice 0.1 * % Pas de titre
Soit une fonction f : [0, +oo[— R continue sur R telle que

fla) ——1eR

r— 400

Montrez que la fonction f est uniformément continue sur R.

Solution : Soit € > 0. Comme f(x) P I, il existe A > 0 tel que Vo > A, |f(z) — 1| < &/2.
r—r+00

La fonction f est continue sur le segment [0, A + 2] et donc d’apreés le théoréme de Heine, est
uniformément continue sur ce segment. Donc il existe n > 0 tel que

V(z,y) €[0,A+ 17 |z —y| <n=|f(z) — f(y)| <e

Posons 1/ = min(n, 1). Soit maintenant (z,y) € [0,+oco[? tels que |x — y| < n'. Etudions les cas
suivants :
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— si par exemple z € [0, A+1] et y € [A+ 1, +oo[. Comme |z —y| < n
ety € [A+1,+00[, donc z,y € [A,+o0[ et donc

[f (@) = FW)I = lf(z) =+ [ = FWI < |f(@) = U +1f(y) -l <e/2+e/2=¢

Donc dans tous les cas, |f(x) — f(y)| < . La fonction est bien uniformément continue.
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