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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soient deux fonctions f, g : [a, b] 7→ R lipschitziennes. Montrez que la fonction fg est lip-
schitzienne sur [a, b].

Solution : Comme les fonctions f et g sont continues sur le segment [a, b], elles sont bornées.
Notons Mf = supx∈[a,b]|f(x)| et Mg = supx∈[a,b]|g(x)|. Comme f et g sont lipschitziennes sur
[a, b], il existe deux constantes kf et kg telles que

∀(x, y) ∈ [a, b]2, |f(x)− f(y)| 6 kf |x− y| et |g(x)− g(y)| 6 kg|x− y|

Posons alors
K = Mgkf +MfKg

Vérifions que fg est K-lipschitzienne. Soit (x, y) ∈ [a, b]2. Écrivons

|fg(x)− fg(y)| =
∣

∣

∣
g(x)

[

f(x)− f(y)
]

+ f(y)
[

g(x)− g(y)
]

∣

∣

∣

6 |g(x)||f(x) − f(y)|+ |f(y)||g(x)− g(y)|

6 Mgkf |x− y|+Mfkg|x− y|

6 K|x− y|
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