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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

On considère une fonction f : R 7→ R et une constante K > 0 telle que

∀(x, y) ∈ R
2, |x− y| 6 1 ⇒

∣

∣f(x)− f(y)
∣

∣ 6 K|x− y|

Montrer que f est K-lipschitzienne sur R.

Solution : Soient (x, y) ∈ R
2. Supposons que x < y. On peut considérer x0 = x, x1 = x + 1,

. . . , xk = x+ k, xn = y avec y − xn−1 6 1. Alors

∣

∣f(y)−f(x)
∣

∣ =
∣

∣f(y)−f(xn−1)+f(xn−1)−f(xn−2)+· · ·+f(x1)−f(x)
∣

∣ 6
∣

∣f(y)−f(xn−1)
∣

∣+
∣

∣f(xn−1)−f(xn−2)
∣

∣+· · ·+
∣

∣f(x

et donc
∣

∣f(y)− f(x)
∣

∣ 6 K
[

(x1 − x) + (x2 − x1) + · · ·+ (y − xn)
]

= K(y − x)
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