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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Soit une fonction f continue sur R. On suppose que

f(x) −−−−−→
x→+∞

+∞ et f(x) −−−−−→
x→−∞

+∞

Montrez que la fonction f possède un minimum.

Solution : Soit x0 ∈ R. Posons A = f(x0). Comme f(x) −−−−−→
x→±∞

+∞, d’après la définition de

la limite, il existe B > 0 tel que ∀x ∈ R, |x| > B ⇒ f(x) > A. On a en particulier x0 ∈ [−B,B].
La fonction f est continue sur le segment [−B,B] et donc possède un minimum sur ce segment :

∃c ∈ [−B,B] | ∀x ∈ [−B,B], f(c) 6 f(x)

Montrons que ∀x ∈ R, f(x) > f(c) ce qui montrera que f(c) est un minimum de f sur R. Soit

x ∈ R. Si x ∈ [−B,B], on a bien f(c) 6 f(x). Si x 6∈ [−B,B], alors f(x) > A = f(x0) et comme

x0 ∈ [−B,B], il vient que f(x) > f(x0) > f(c).
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