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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Soit f : [0,+∞[−→ R une fonction continue en 0 telle que f(0) = 0 et lim
x−→0

f(2x)− f(x)

x
= 0.

Montrer que lim
x−→0

f(x)

x
= 0.

Indication 0.0 : Une des hypothèses fait intervenir f(2x) et f(x). On cherche à obtenir

un résultat sur f(x) seulement. Ecrire la définition de la limite : il existe α > 0 tel que pour

tout x ∈ [0, α[, . . . Remarquer que
x

2
6 α et donc −ε

x

2
6 f(x) − f(

x

2
) 6 ε

x

2
. Ecrire ce que l’on

obtient avec
x

4
...

x

2p
. Si on additionne ces inégalités et on fait tendre p vers +∞, qu’obtient-on ?

Solution : Soit ε > 0. Puisque
f(2x)− f(x)

x
→ 0, il existe α > 0 tel que

∀x ∈ [0, α], −ε 6
f(2x)− f(x)

x
6 ε

Soit alors x ∈ [0, α]. Soit p ∈ N. Puisque
x

2
,
x

22
, . . . ,

x

2p
∈ [0, α], on a la série d’inégalités suivantes :
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x
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6 f(x)− f(

x

2
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−ε
x

22
6 f(

x

2
)− f(

x

22
) 6 ε

x

22

...
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...

−ε
x

2p
6 f(

x

2p−1
)− f(

x

2p
) 6 ε

x

2p

En sommant ces inégalités, on trouve que :

−ε
x

2

(

1 +
1

2
+ · · ·+

1

2p−1

)

6 f(x)− f(
x

2p
) 6 ε

x
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1 +
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+ · · ·+

1
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On calcule alors la somme géométrique

1 +
1

2
+ · · ·+

1

2p−1
=

1−
1

2p

1−
1

2

= 2(1−
1

2p
)

On a donc montré que pour tout p ∈ N,

−εx(1−
1

2p
) 6 f(x)− f(

x

2p
) 6 εx(1−

1

2p
)

Comme ces inégalités sont valables quel que soit p, on peut passer à la limite lorsque x est fixé et

p → +∞. Puisque
1

2p
−−−−−→
p→+∞

0 et que f est continue en 0, f(
x

2p
) −−−−−→

p→+∞

f(0) = 0. On obtient

donc que

−εx 6 f(x) 6 εx ⇒

∣

∣

∣

∣

f(x)

x

∣

∣

∣

∣

6 ε

On a bien montré que
f(x)

x
−−−→
x→0

0.
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