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Exercice 0.1 ). 8.8.¢ Pas de titre
Soit f : [0, +00o[— R une fonction continue en 0 telle que f(0) =0 et limo
T—>

flz) EC:”) —0.
Indication 0.0 : Une des hypothéses fait intervenir f(2xz) et f(x). On cherche a obtenir

un résultat sur f(x) seulement. Ecrire la définition de la limite : il existe a > 0 tel que pour

fen) - 1@ _,

X

Montrer que lim
z—0

x x
5) < €5 Ecrire ce que 'on

x x
obtient avec —... TR Si on additionne ces inégalités et on fait tendre p vers +o0o, qu’obtient-on ?

tout x € [0, /[, ... Remarquer que g < a et done —5% < flz) — f(

Solution : Soit € > 0. Puisque — 0, il existe a > 0 tel que

f2z) - f(x)

27) —
Vr € [O,a], —< M <e
x
Soit alors z € [0, «]. Soit p € N. Puisque T IR € [0, o], on a la série d’inégalités suivantes :
—es <f@-f3)  <e;
x z z x
—&'?gf(i)_f(ﬁ) <€§
z z z x
—t5 SfGm) — f(5) <eg

En sommant ces inégalités, on trouve que :
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On calcule alors la somme géométrique

1
1-— —
1 I % 1
2
On a donc montré que pour tout p € N,
1 z 1
—ez(l = 57) < f(@) = f5;) <ex(l - 57)

Comme ces inégalités sont valables quel que soit p, on peut passer a la limite lorsque x est fixé et

1 z

p — 4o00. Puisque — ——— 0 et que f est continue en 0, f(—) —— f(0) = 0. On obtient
2P p—+oo 2P p—+oo

donc que

—sng(x)gax:‘@‘ <e

T
On a bien montré que M — 0.
€T x—0
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