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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit la fonction

f :











R −→ R

x 7−→

{

1 si x ∈ Q

0 si x 6∈ Q

Montrer que la fonction f est discontinue en tout point x0 ∈ R.

Solution : Soit x ∈ R. Puisque Q est dense dans R,

∀ε > 0, ∃a ∈ Q : |x− a| 6 ε

Soit n ∈ N⋆. Pour ε =
1

n
, on trouve an ∈ Q tel que |x− an| 6

1

n
. On construit ainsi une suite

(an) de rationnels vérifiant : ∀n > 1, |x− an| 6
1

n
. La suite (an) converge vers x. De la même

façon, puisque R \ Q est dense dans R, on construit une suite (bn) de nombres irrationnels qui

converge vers x. Mais alors si l’on suppose que f est continue au point x, ∀n > 1, f(an) = 1 et

donc f(an) −−−−−→
n→+∞

1, mais puisque f est continue au point x, f(an) −−−−−→
n→+∞

f(x), ce qui montre

que f(x) = 1. D’autre part, ∀n > 1, f(bn) = 0 et f(bn) −−−−−→
n→+∞

f(x) ce qui montre que f(x) = 0,

une absurdité. Par conséquent, la fonction f n’est pas continue au point x.
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