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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Déterminer lorsqu’elles existent les limites en le nombre indiqué des fonctions suivantes :

1. f (x) =

√

1 + ln (1 + x lnx)− 1

sin(x ln x)
en x =

0+.

2. f (x) =
(

1 + a

x

)x
en x = +∞ et pour

a ∈ R.

3. f (x) =
(

1 + sin lnx

x

)
x

ln x en x = +∞

4. f (x) =
arctan (x− 1)

x2 − 1
−

sin
(

e(x−1) − 1
)

lnx
en x = 1

5. f (x) = (chx)
1

arcsin2
x en x = 0

6. f (x) =
x
x+1
x − x

ln (1 + x2)
en x = +∞

Solution :

1. f (x) =

√

1 + ln (1 + x lnx)− 1

sin(x lnx)
∼

x→0+

1
2

x lnx

sin(x ln x)
car x lnx −−−−→

x→0+
0 et f (x) ∼

x→0+

1
2 . Donc

f (x) −−−−→
x→0+

1

2
.

2. f (x) =
(

1 + a

x

)x
= ex(1+

a
x ) mais x

(

1 + a

x

)

∼
x→+∞

a donc par opérations sur les li-

mites :f (x) −−−−−→
x→+∞

ea .

3. f (x) =
(

1 + sin ln x

x

)
x

ln x = e

x ln
(

1 + sin ln x

x

)

lnx mais sin ln x

x
−−−−−→
x→+∞

0 donc

x ln
(

1 + sin ln x

x

)

lnx
∼

x→+∞

x sin lnx

x

lnx
∼

x→+∞

lnx

lnx
= 1 donc f (x) −−−−−→

x→+∞

e .

4. D’une part :
arctan (x− 1)

x2 − 1
=

arctan (x− 1)

(x− 1) (x+ 1)

X=x−1
=======

arctanX

X (X + 2)
∼

X→0

X

2X
=

1

2
.

D’autre part :
sin

(

e(x−1) − 1
)

lnx

X=x−1
=======

sin
(

e(X) − 1
)

ln (1 +X)
∼

X→0

(

e(X) − 1
)

X
∼

X→0

X

X
= 1 donc

sin
(

e(x−1) − 1
)

lnx
−−−→
x→1

1 et f (x) −−−→
x→1

−
1

2
.

1



5. f (x) = (chx)
1

arcsin2
x = e

ln chx

arcsin2 x = e

ln (1 + (chx− 1))

arcsin2 x et ln (1 + (chx− 1)) ∼
x→0

(chx− 1) ∼
x→0

x2

2
donc

ln (1 + (chx− 1))

arcsin2 x
∼

x→0

x2

2x2
=

1

2
. On en déduit que f (x) −−−→

x→0

√
e .

6.
x

x+ 1

x − x

ln (1 + x2)
= x

x
1
x − 1

ln (1 + x2)
= x

e
lnx
x − 1

ln (1 + x2)
∼

x→+∞

x
ln x

x

ln (1 + x2)
=

lnx

ln (1 + x2)
=

lnx

lnx2 + ln
(

1 + 1
x
2

) =
1

2 +
ln
(

1 + 1
x
2

)

lnx

−−−−−→
x→+∞

1

2
.
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