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Exercice 0.1 ). 0.0 ¢ Pas de titre
1. Montrer que I’équation
" +x—-1=0
posséde une unique solution u, € [0,1].
2. Montrer que la suite (u,) converge vers 1.

3. En posant y, = 1 — u,, montrer que nln(l — y,) = lny,, et que

Inn 2Inn
— < Yn < .
2n n

4. En déduire un équivalent de la suite (yy).

Solution : On va se servir de trois inégalités :

u? Int

In®t
5 <In(l —u) < —u ¥Vt €)0,+o0], 1

4
et Vte€|l,+oof, — < —.

Yu € [0,1], —u — ; =

Q| =

<

B . Int .. .
La deuxiéme inégalité se démontre en étudiant les variations de t — - ™ obtient son maximum

Int
ent = e et la troisieme se démontre de méme en étudiant les variations de t — — (sur |1, +o0[)

qui obtient son maximum en t = 2.

1. Soit fu(z) = 2" +x—1pour 0 <z < 1. Ona fl(z) =nz" 1 +1>0, fr(0) = —1 et
fn(1) = 1. De ce fait I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution (sur [0, 1].)

2. On a foy1(un) = upul + uy — 1. Comme u,, € [0,1], on a fpi1(un) < ull +u, — 1 =
0 = fnt+1(uny1). D’aprés la croissance stricte de f,, sur [0,1], on en déduit que u, < Upy1.
La suite (u,,) est donc strictement croissante et majorée, elle converge donc vers £ € [0, 1].
Comme la suite (u,) est strictement croissante, on a ¥n € N, u,, < £ et donc f,(u,) =0 <

" 4+ ¢ —1. Si on suppose, ¢ < 1, en passant a la limite on aurait 0 < ¢ — 1. Impossible. Donc
(=1.




3. A partir de u* = 1—u,, on obtient (1 —y,)" =y, et comme 1 —1, est positif, nIn(1—1y,) =

——L lnz—L1m@l-=
Iny,. Soit f(z) = %pour0<x<l.0naf’(x): s o ( )>0

In®x
Donc f est strictement croissante sur |0, 1[.
On prend n > 1. En partant de In(1 — u) < —u pour 0 < u < 1 on obtient, en prenant

21 2 21
u= 22" <-<1,1n (1 — 21%) < - nn donc puisque 1n(21“") <0,
e
f(21nn) o 2lnn 2 1 21
n /7 Inlnn+In2—In(n) = n1_ BChn 7 pn = p°

Inn

1
Comme on a f(y,) = Z Yn.
n’

2

On prend n > 2. En partant de —u — % < In(1 —u) pour 0 < w < 1 on obtient, en prenant
Inn 1 Inn  In%n
U= < % <1, Iln (1 - 1;’—7?) Z =5 " gz donc puisque In (%) <0,
2
Inir —ln n Inn
Inn 2n 8n2 < 1 1+ an
f(_)<_ = = = o In2 _ Inlnn
2n Inlnn—In2—In(n) = 2n 14 22 —
1 1n2 lri;r;n parO——
1 1+3% 1
. . 1 .
Ainsi f(%) S o ﬁ < = = f(yn)-

On en déduit, toujours grace a la croissance de f, que 1“”

< yp et ce pour n = 2.
4. On va remplacer les facteurs 3 5 et 2 de la question precedente par1—e et 1+¢. On n’obtiendra

plus des inégalités globales, mais des inégalités a partir d’un certain rang.

1 1
Soit € >0 et soitn > 2. On aln (1 — (1+21n") < —( o)l donc
n
f((1+£)lnn)>_ W S Llte 1 (1+a)>l
n Inlnn+1In(l+¢) —In(n) = n 1_1‘1((1?& ~n T
On en déduit que W = Yn-
1—¢)l 1—¢)21n?
Dans I'autre sens, In (1 _ (=¢) 1“") > _( g)lnn B ( e)?ln"n donc
® n 2n2
(1—e)Inn (1 _5)2 111277, 1
f((lfs)lnn) - n 2 < 1-¢) 1+(1-¢)5"
n Inlnn —In(l —¢) —In(n) = n 1_1“§1_*5)_11111ﬂ'

1+(0-—glz

Or nli_)rrgo(l - 5)1 E) 12:1“” =1 —¢, donc a partir d’un certain rang N, on a (1 —
i T T Inn  Inn
Lol =gj=2
5)1 (=9 nmn 1—-e<1.

Inn Inn




(1—¢)lnn o

On en déduit que pour n > N, —————— < yp.
n
En résumé pour n > N., 1 — e < y,—— < 1+ ¢. On a bien démontré que lim vy,
Inn n—00
s Inn
c’est-a-dire que y, ~ —.
n

Inn
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