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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Soit a > 0. Étudiez la suite de terme général :

un =

√

a+

√

a+ · · ·+
√
a

Indication 0.0 : Aidez-vous de l’exercice précédent.

Solution : Introduisons la fonction f :

{

R+ −→ R+

x 7−→
√
a+ x

. La suite (un) est définie par

récurrence par :
{

u0 =
√
a

∀n ∈ N, un+1 = f (un)
.

Comme f est strictement croissante et que u1 =
√

a+
√
a >

√
a = u0, la suite (un) est strictement

croissante. Un point fixe positif de f est une solution positive de x2 − x − a = 0. La seule

possibilité est α =
1 +

√
1 + 4a

2
. On en déduit que l’intervalle [0, α] est stable pour f . De plus

u0 =
√
a ∈ [0, α]. Par conséquent (un ∈ [0, α]) et la suite est majorée. On applique le théorème de

la limite monotone et on en déduit qu’elle converge vers l’unique point fixe positif de f . Il vient

alors que :
√

a+
√

a+ · · ·+
√
an+∞1 +

√
1 + 4a

2
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