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Exercice 0.1 * Pas de titre
FEtudiez la suite récurrente définie par ug > 0 et Vn € N,

Un+1 = VUup + 1

Solution : On vérifie par récurrence que Vn € N, u,, > 0 et donc que la suite (u,) est bien
définie.

Introduisons la fonction f : { Ry — R

v — VI Cette fonction est croissante comme com-
posée de fonctions croissantes. Etudions la position de son graphe par rapport a la bissectrice
principale. Pour ce faire, considérons la fonction g(x) = f(x) — x, et cherchons son signe. Pour
tout x € Ry :
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Notons o« =
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fonction f posséde un unique point fixe o € [0, +00[.

. La fonction g est positive sur [0, al, négative sur [a, +oo[. En particulier, la
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Puisque pour tout n € N, upy1 — up = g(un), Si Up < Q, Upt1 = Up €6 ST UL =, Upt1 < Up.
On vérifie en utilisant les variations de f que les intervalles [0, o] et [, +00[ sont stables. On
étudie alors deux cas :




On a donc montré que Yug > 0,

1. Siwug €]0,q], alors pour tout n € N, u,, € [0, a] et la suite (u,,) est croissante et majorée par
«. Elle converge alors vers I'unique point fixe de f, .

2. Siug € [a, 400, alors pour tout n € N, w,, € [a,+00] et la suite (uy,) est décroissante et
minorée par «. Elle converge donc vers I'unique point fixe de f, a.
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