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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soient 0 < u0 < v0, et p > q > 0. On définit deux suites par :

∀n ∈ N, un+1 =
pun + qvn

p+ q
vn+1 =

pvn + qun

p+ q

1. Montrez que les suites (un) et (vn) convergent vers la même limite.

2. Soit ε > 0. Pour quelles valeurs de n est-on sûr que |un − l| 6 ε ?

Solution :

1. Par récurrence, on montre que ∀n ∈ N
∗, un 6 vn, car

vn+1 − un+1 =
p− q

p+ q
(vn − un)

Soit alors n ∈ N,

un+1 − un =
q

p+ q
(vn − un) > 0

vn+1 − vn =
q

p+ q
(un − vn) 6 0

Donc (un) est croissante et (vn) décroissante. En notant dn = vn − un, on a vu que

∀n ∈ N, dn+1 = kdn

où k =
p− q

p+ q
et donc on a 0 < k < 1. Par conséquent, comme (dn) est géométrique

dn = knd0 → 0. En conclusion, les deux suites (un) et (vn) sont adjacentes et convergent

vers la même limite.

2. Puisque pour tout n ∈ N
∗, un 6 l 6 vn, il vient |un − l| 6 vn − un = dn = kn(v0 − u0).

Pour avoir |un − l| 6 ε, il suffit que dn 6 ε. C’est-à-dire

n >

ln
ε

v0 − u0)

ln k
.
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