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Exercice 0.1 * Pas de titre
FEtudier la suite définie par ug € R et

2u,

VneN, upp1 = ——=
neN, upt1 1+U%

R — Rz
Solution : Introduisons la fonction f : - 2z . La suite (u,) est donnée par
1+ 22

1—a?

uo € R et pour tout n € N up41 = f (u,). On montre que pour tout x € R, f' (z) = 27(1 2)2-
- &

On en déduit les variations de f
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On va donc travailler dans un premier temps sur lintervalle stable I = [—1,1]. Sur I, la
fonction f est strictement croissante et ses points fixes sont —1, 0 et 1. En résolvant I'inéquation
f(z) = x sur I on montre que f(x) < xzsiz € ; =[-1,0] et que f(z) >z sixz € I, = [0,1].
Remarquons que les intervalles I; et I, sont aussi stables par f. On en déduit alors que :

— siug € I alors la suite est bien définie et a valeurs dans I;. De plus, comme ug > f (ug) et
que f est croissante alors (u,) est décroissante. Comme elle est minorée par —1, d’apres le

théoréme de la limite monotone elle est convergente. Sa limite est forcément un point fixe

de f, donc dans ce cas u, — —1.
n—-+oo




— siug € Iy alors la suite est bien définie et a valeurs dans Iy. Comme ug < f (ug) et que f est
croissante alors (u,) est croissante. Cette suite est majorée par 1. On termine alors comme

précédemment, et on montre que dans ce cas u, —— 1.
n—-+oo

Si ug]—o0, —1[ alors uy € I; et donc on est ramené au premier cas. Si ug |1, 4+o00[ alors u; € I
et on est ramené au second cas.
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