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Exercice 0.1 0. 0.0. 4 Formule de Stirling

1. Etudier les variations de la fonction f(z) = (a: + %) In (1 + %) pour x > 0.

8.
9.
10.

Etudier la fonction définie par g(x) = (x + %) .In (1 + %) — m pour x > 1.

Indication 0.0 : (On pourra, pour étudier le signe de la dérivée seconde, introduire t =
(x+1)z)
nn+1/2

Démontrer que les deux suites u, = 1

— et Uy = Uy. eXp (m) sont adjacentes. On
emn!

appelle ¢ la limite commune.

/2
On pose w, = / cos" x dx. Démontrer que la suite (wy,)nen est décroissante. Trouver
0

24..... 2n)?
une relation entre w,, et wy42. Calculer w,,. Démontrer que Vn € N, G5 ((Qn — 1)?2)(271 -y <
24..... 2n — 2))3%2 94n (14
z < ( (2n —2)) 2n En déduire I'existence de L = lim L)Q, et calculer L.
2 (3.5 ..... (2n — 1)) n—o00 n [(271)']
Calculer ¢.

. En déduire un encadrement de n! pour n > 1

En déduire un équivalent simple z, de n!. Donner des valeurs approchées pour 1000! et
pour z1000

Démontrer que wy, >~ Wpy1.-

Calculer (n + 1).wy.wy41 pour n € N.

Donner un équivalent de w,,.

Solution :

In

1
1.Pourx>0,f/($):ln(l‘i‘%)""(x"i_%)X<_$>X1_|1_l:ln(l—’—%)_xfx_:?l):
ol 1 I
(1+2) -2 2w+ 1)
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7 _ _ i — _ - —
i@ = -zt gzt 2z + 1) @) 22 T 2@yip
—2x(x+1)+(x+1)2+x27(:17—0—1—17)27 50

222%(x + 1)2 T o222(x+1)2 0 222(zx+1)2 7

On en déduit que f' est croissante sur |0, 4o0o[. Comme Ilg{)lo f'(x) = 0, on en déduit que
Yz > 0, f'(x) < 0 et par suite que f est décroissante sur |0, +o0].
De plus, on a en +oo f(z) ~ (x + 3).2 ~ 1. Donc zhﬂngo f(z) = 1. En particulier, Yz >
0, f(z) > 1.

2z +1 1 1

. OnaVz>0,g'(z) = f'(x) + 1222z + 1) = f'(z) + 22(z 1 1)° + 2@ 1)
1 2 1 2
(=) - 1202(x + 12 12z(z+1)3 1222(z+1)2  1223(z + 1)
1 2 1 1 1 2z(z+1)—(z+1)2—2?
6 (a:Q(x—i-l)Q Caz(z+1)3 _x3(:17—|—1)> T 6 z3(x +1)3
<0.

'(z) =

C623(x +1)3

On en déduit que g’ est décroissante sur |0, +o0o[. Comme lim ¢'(z) = 0, on en déduit que
T —r00

Yz > 0,¢'(x) > 0 et par suite que g est croissante sur |0, +00].
Comme lim g(x) = 1. En particulier, Vx > 0, g(z) < 1.
Tr—r00

Uny1  (n+1)"H3/2 emnl (n 4+ 1)nF1/2
. On a, pourn > 1, tn e I 1)l nntiZ - .
Donc In <u"+1) = f(n) —1 > 0. Donc Un+l < 1 et donc Ia suite (un)n>1 est croissante.
Un, Unp
1
1 n+3/2 npl exp (ﬁ)
On a, pour n > 1, Unt1 _ (n+1) cn (Tr) =
Un eti(n+1)! pntl/2 exp (137)
(n+ 1)n+1/2 . ) Unt1 .
o exp(12(n+1) — m) Donc hl . :f(n)—l— m :g(n)—l <O
Done 222 < 1 et donc la suite (v, )n>1 est décroissante.

Un
Soit enfin £ = lim v,, puisque U, = V,.exp (—ﬁ), on en déduit que (un)p>1 converge
n—oo

vers la méme limite.
/2
. Intégrales de Wallis. On a w41 —wy, = cos™ z(cosx — 1) dx. Comme cos™ x(cos  —

0
1) < 0 on en déduit wy+1 — wy, < 0 ce qu'il fallait vérifier.

/2 /2
Wy, — Wpyo = / cos" z(1 — cos’z)dr = / cos" zsin®xdx. On intégre
0 0
. u'(x) =sinxzcos"z  u(x) = — cos" Ttz .
par parties n+1 Dot w, — wpy2 =
v(x) =sinz v'(x) = cosz

/2 1

1
——cos"tlzsinz +
n+1 o n+1

71'/2 1
/ cos" M xdr =04+ ——wnio.




n+1

1
D'ou w, = | 1 i n it wp, = — 5 Wn.
ol w ( + )w +2 SOIt Wpy2 n+2w

n—+1

7T
On peut ainsi calculer les w,, de deux en deux, en partant de wy = 5 ouw; = 1.

D 2n—1 2n—12n—3 1x

ONC Way = D) = 000 = = =

b on 22 on 2n—2 22
2n 2n  2n—2 2

et Woan+1 = woan—1 = ... 1.

o + 1 T omtl12n-1""3
En écrivant way, 1 < way, < wen,—1 on obtient

2n 2n—2”'g<2n—12n—3 lf<2n—2 g
2n+12n—1"""3" 2n 2n—-2""722 " 2p—-1"""3
. L . 2n  2n —2 .
Soit en multipliant chaque expression par 5m—12n_3 ...2 on trouve bien le résultat
annonce.
Maintenant on multiplie en haut et en bas par les facteurs pairs 2,4, ...,2n (au carré) pour

reconstituer les factorielles de 2n au dénominateur. On obtient alors :

(24..... 2n)* vy (24..... (2n — 2))*(2n)3

nEN G as L DEn)Een D) S 2 S (@345, @)@

On extrait ensuite les facteurs 2 pour obtenir les factorielles de n au numérateur. On obtient

alors :
(n)4 ™ (n!)*

n): n+ n)! n
2n)12(2 1 2 2n)12(2
2471(”!)4
n[(2n)*’
2% < W, d’aprés le théoréme des gendarmes, L existe et vaut .

et la deuxiéme

En posant W,, = la premiére inégalité s’écrit W,, <

n+d 2+
n"r2 1 (2n)*" "2
d’ ) 2 ! ~N - —

ot (2n) 7 o

24n ! 4 1 An+-2 1 82 4n 24n An+-2 4n 1 1
L)Q oot 2 ¢ o € ~ __. Puisque ¢ >0,
n[(2n)|] /4 edn  p (2n)4n+1 24n+1 pin+lp edn g2 202

¢ 1
N Vo

6. Puisque les suites u,, et v, sont adjacentes, on a u, < { < v,, on a

5. On sait que n! ~ — , donc, d’aprés la question précédente,

nn+1/2 1 nn+1/2 1
emn! S o S emn! xp( )
Soit . N )
n n
21N (—) <n! <V2mn (—) exp (—) .
@ e 12n

7. On en déduit que z, = v/27n (2) est un équivalent (simple) de n!. (formule de Stirling)
e




On alogy(21000) = 2567, 60461 4 105 pres. Donc z1900 = 102567 x 100:6046 — 4 (235102567,

1000
De méme on calcule Z log,, k = 2567,60464 a 10~° prés, puis 1000! = 4, 0239 x 102°¢7. Le
k=2
facteur correctif vaut exp (Téoo) = 1+¢, avec € a peu prés égal a Téoo de I'ordre de 10~%.
On est donc (largement) dans les clous.
+1 Wn+1

< 1 donc

N

.n
8. On a wpyo < Wpt1 < Wy SOIt ——wy, < Wpy1 < Wy, OU encore <
n+2 n+2 W,
o Wn41
lim

n—oo Wy,

= 1 soit encore wyp4+1 ~ Wy,.

9. Pour n =0, (n+ 1).wp.wpy1 = 1 X Tx1= g Par ailleurs (n + 2).wp41.Wpt42 = (n +

2
1
2).wn+1.n—i2wn = (n+ 1).wy.wpt1. Donc (n + 1).w,.wy41 est une suite constante, égale
N 7T n
a—.
2

10. On a T (n+1).wp,. w11 ~nw?. Donc lim v/nw, = T On en déduit w,, ~ .
2 n—00 2 2n
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