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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Soient (an) et (bn) deux suites à termes strictement positifs. On note An =
n
∑

k=0

ak et Bn =

n
∑

k=0

bk. Si an ∼
n→+∞

bn et si la série
∑

bk diverge, montrer que An ∼
n→+∞

Bn.

Solution : Puisque an ∼
n→+∞

bn , an/bn −−−−−→
n→+∞

1. Soit ε > 0. Il existe alors un rang N0 ∈ N

tel que pour n > N0, on a :
∣

∣

∣

∣

an
bn

− 1

∣

∣

∣

∣

6 ε

et donc puisque (bn) est strictement positive :

(1− ε)bn 6 an 6 (1 + ε)bn.

Donc :

(1− ε)
n
∑

k=N0

bk 6

n
∑

k=N0

ak 6 (1 + ε)
n
∑

k=N0

bk,

ce qui s’écrit aussi :

(1− ε) (Bn −BN0−1) 6 An −AN0−1 6 (1 + ε) (Bn −BN0−1)

ou encore
(

1− ε−
(1− ε)BN0−1 −AN0−1

Bn

)

Bn 6 An 6

(

1 + ε−
(1 + ε)BN0−1 −AN0−1

Bn

)

Bn

Mais comme Bn −−−−−→
n→+∞

+∞, lim
n→+∞

(1− ε)BN0−1 −AN0−1

Bn

= lim
n→+∞

(1 + ε)BN0−1 −AN0−1

Bn

=

0. Il existe alors des rangs N1, N2 ∈ N tels que

n > N1 ⇒ −ε 6
(1− ε)BN−1 −AN−1

Bn

6 ε et n > N2 ⇒ −ε 6
(1 + ε)BN−1 −AN−1

Bn

6 ε.
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Posons N = max (N0, N1, N2). On a alors, pour n > N :

(1− 2ε)Bn 6 An 6 (1 + 2ε)Bn

ce qui prouve que An ∼
n→+∞

Bn .
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