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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pour étudier la convergence des suites
suivantes.

1. un = n
(

esin(
π

n ) − 1
)

+ (lnn)
1
n

2. un =
√
n4 + 4− n2

3. un = 4
√
n4 + 4− n

4. un =
cosn− n2

2n + n sinn

5. un =

(

1− 1/n

cos(1/n)

)

n

6. un =
(

1 +
√

1 + 1
n

)n

Solution :

1. D’une part, n
(

esin(
π

n
) − 1

)

∼
n→+∞

n sin
(

π

n

)

∼
n→+∞

nπ

n
= π. D’autre part : (lnn)

1
n =

e
ln(lnn)

n et ln(lnn)
n

= lnn

n

ln(lnn)
lnn

−−−−−→
n→+∞

0. Finalement (lnn)
1
n −−−−−→

n→+∞

e0 = 1 et : un −−−−−→
n→+∞

π + 1 .

2. Pour tout n ∈ N :

un =
√

n4 + 4− n2 =

(√
n4 + 4− n2

) (√
n4 + 4 + n2

)

√
n4 + 4 + n2

=
4

√
n4 + 4 + n2

−−−−−→
n→+∞

0

3. Pour tout n ∈ N :

un =
4

√

n4 + 4− n =

(

4
√
n4 + 4− n

) (

4
√
n4 + 4 + n

)

4
√
n4 + 4 + n

=

√
n4 + 4− n2

4
√
n4 + 4 + n

.

En utilisant la question précédente, le numérateur tend vers 0 et il est facile de montrer que
le dénominateur tend vers +∞. La suite tend donc vers 0 .
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4. un =
cosn− n2

2n + n sinn
=

n2

2n

cosn

n2
− 1

1 +
n sinn

n2

. Mais, en utilisant le théorème des gendarmes et les

croissances comparées, on montre facilement que cosn
n
2 −−−−−→

n→+∞

0 et n sinn

n
2 −−−−−→

n→+∞

0. Par

conséquent, comme n2 = o
n→+∞

(2n), il est clair que un −−−−−→
n→+∞

0 .

5. Écrivons un = ean avec

an = n ln







1−
1

n

cos
1

n






= n ln






1 +

1−
1

n
− cos

1

n

cos
1

n







et comme 1− cos
1

n
∼

n→+∞

1

2n2
= o

n→+∞

(

−
1

n

)

, il vient que

1−
1

n
− cos

1

n

cos
1

n

∼
n→+∞

−
1

n
−−−−−→
n→+∞

0

Et par conséquent,

an ∼
n→+∞

1 et un →
1

e

6. un =
(

1 +
√

1 + 1
n

)n

= e
n ln

(

1+
√

1+ 1
n

)

et 1 +
√

1 + 1
n

−−−−−→
n→+∞

2 donc

n ln
(

1 +
√

1 + 1
n

)

−−−−−→
n→+∞

+∞ et il en est de même de un.
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