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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

1. Montrer que les suites de terme général

un =

n
∑

k=1

1

n+ k
, vn =

2n
∑

k=n

1

k

sont adjacentes.

2. Montrer que : ∀n ∈ N
∗,

1

n+ 1
6 ln

n+ 1

n
6

1

n
.

3. En déduire que : ∀n ∈ N
∗, un 6 ln 2 6 vn.

4. Que peut-on en conclure ?

Solution :

1. Soit n ∈ N
∗. Calculons :

un+1 − un =

(

1

n+ 1 + 1
+

1

n+ 1 + 2
+ · · ·+

1

n+ 1 + n− 1
+

1

n+ 1 + n
+

1

n+ 1 + n+ 1

)

−

(

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ ·

=
1

2n+ 2
+

1

2n+ 1
−

1

n+ 1

=
1

(n+ 1) (2n+ 2)

donc (un) est croissante. De même :

vn+1 − vn =

(

1

n+ 1
+ · · ·+

1

2n
+

1

2n+ 1
+

1

2n+ 2

)

−

(

1

n
+ · · ·+

1

2n

)

=
1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
−

1

n

= −
3n+ 2

2n (n+ 1) (2n+ 1)

1



et (vn) est décroissante. Enfin : vn−un = 1/n −−−−−→
n→+∞

0. Les deux suites sont donc adjacentes

et convergent vers une même limite.

2. Soit n ∈ N
∗. On sait que ∀x > −1, ln (1 + x) 6 x. Donc : ln

n+ 1

n
= ln

(

1 +
1

n

)

6
1

n
. De

même

ln
n+ 1

n
= − ln

n

n+ 1
= − ln

n+ 1− 1

n+ 1
= − ln

(

1−
1

n+ 1

)

>
1

n+ 1
.

3. On utilise les inégalités précédentes :

un =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+

1

n+ n
6 ln

n+ 1

n
+ ln

n+ 2

n+ 1
+ · · ·+ ln

n+ n

n+ n− 1
= ln

(

n+ 1

n
×

n+ 2

n+ 1
× · · · ×

n+

n+ n

= ln 2.

vn =
1

n
+

1

n+ 1
+· · ·+

1

2n
> ln

n+ 1

n
+ln

n+ 2

n+ 1
+· · ·+ln

2n+ 1

2n
= ln

(

n+ 1

n
×

n+ 2

n+ 1
× · · · ×

2n+ 1

2n

)

= ln
2n+ 1

n
>

4. Notons l la limite commune aux deux suites. Pour tout n ∈ N
∗, on a : un 6 ln 2 6 vn donc

par passage à la limite l 6 ln 2 6 l et donc l = ln 2.
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