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Exercice 0.1 %k Pas de titre
Soit un réel o €]0, 1] et une suite (uy,) convergeant vers une limite | € R. Etudier la suite de

terme général
n
Uy = E aFup,_p
k=0

Solution : FEtudions d’abord le cas ot (u,) est constante : Vn € N, u,, = a oti a € R. On obtient
1—antt a
alors facilement que pour tout n € N, v, = a—— et v, ——— ——. Ce cas particulier
l1-«a n—too 1 —a

nous Invite a conjecturer que que si (uy) converge vers l, la suite (vy,) converge vers l/(1 — ).
Ecrivons pour tout n € N, u,, =1+ &, avec e, —+> 0. Alors pour n € N,
n—-+00

1—qntt "

— k
Un = lﬁ +I;)Oé En—k

Définissons la suite de terme général

n
en: E aksn,k
k=0

et montrons que 60, . 0. Cela montrera que la suite (v,) converge vers l/(1 — a).
n—r—+00

Coupons, pour n € N, la somme en deux sous-sommes :

n

n—N
|9n| < Z |ak5n7k| TP Z |ak5n7k|
k=0 k=n—N+1

Soit € > 0. Posons € = ¢ (1 — a) /2 > 0. Comme ¢, = 0, il existe N € N, tel que Vk > N,
n—r—+0o0




Donc pour la premiére somme, sin > N :

= " 1—aqr N+ g

E |a"e, k| <& < )

P 1—« 11—«

En posant M = max(|egl,...,|en—1|), on majore la deuxiéme somme :
p b b b J
n n
M 1—al M
k kE __ n n
Z |a E"7k|<M Z & _aN—la 1—« = OzN_l(l—a)a
k=n—N+1 k=n—N+1

car a € |0,1[. La suite (Ta"> converge vers 0 (car c’est une suite géométrique de raison
Q@

n

a € 10,1[) donc il existe N’ € N tel que Vn > N’,

n > Nl-
11 vient finalement,

~— S & Posons N1 = max(N, N') et soit
a

g . g
11—« 1-—

10| <
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