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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Montrer que ∀x ∈ R,

2 arctan(th x) = arctan(sh 2x)

Solution : Soit f :

{

R −→ R

x 7−→ 2 arctan(thx)− arctan(sh(2x))
. On a Df = R et

∀x ∈ R, f ′(x) =
2

1 + th2 x

1

ch2 x
−

1

1 + sh2(2x)
(2 ch(2x))

=
2

ch2 x+ sh2 x
−

2

ch2(2x)
= 0

Par conséquent f est constante sur R et puisque f(0) = 0, on a l’égalité voulue.

En passant par la trigonométrie, soit x ∈ R, ∃!θ ∈] − π
4
, π
4
[ tel que thx = tan θ. Alors

arctan(sh(2x)) = arctan(2 shx chx). Or shx chx =
th x

1− th2 x
, donc sh 2x =

2 tan θ

1− tan2(θ)
=

tan(2θ) et puisque 2θ ∈]− π
2
, π
2
[, on obtient l’égalité souhaitée.
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