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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Pour tout (a, b) ∈ R
2 et n ∈ N, calculer :

Cn =
n
∑

k=0

ch(a+ kb) et Sn =
n
∑

k=0

sh(a+ kb).

Solution : Soient (a, b) ∈ R
2 et n ∈ N. On a

Cn + Sn =

n
∑

k=0

(ch(a+ kb) + sh(a+ kb)) =

n
∑

k=0

ea+kb = ea
n
∑

k=0

(

eb
)k

=







ea
1− e(n+1)b

1− eb
si b 6= 0

(n+ 1) ea si b = 0

De plus, pour b 6= 0, en utilisant la technique des angles moitiés, il vient :

1− e(n+1)b

1− eb
= e

nb
2
sh (n+1)b

2

sh b

2

.

De même :

Cn−Sn =

n
∑

k=0

(ch(a+ kb)− sh(a+ kb)) =

n
∑

k=0

e−(a+kb) = e−a

n
∑

k=0

(

e−b
)k

=







e−a
1− e−(n+1)b

1− e−b
si b 6= 0

(n+ 1) e−a si b = 0

et si b 6= 0,

1− e−(n+1)b

1− e−b
= e−

nb
2
sh (n+1)b

2

sh b

2

.

Par suite :

Cn =











1

2

(

(

ea+
nb
2 + e−a−

nb
2

) sh (n+1)b
2

sh b

2

)

= ch
(

a+ nb

2

) sh (n+1)b
2

sh b

2

si b 6= 0

(n+ 1) cha si b = 0

1



et

Sn =











1

2

(

(

ea+
nb
2 − e−a−

nb
2

) sh (n+1)b
2

sh b

2

)

= sh
(

a+ nb

2

) sh (n+1)b
2

sh b

2

si b 6= 0

(n+ 1) sh a si b = 0

.

En utilisant que sh est dérivable en 0 de dérivée ch 0 = 1, on sait que limx→0 shx/x = 1 et donc

limx→0 shαx/x = α. On en déduit que les formules précédentes sont bien cohérentes car, par

exemple, on a bien limb→0 Cn = (n+ 1) cha.
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