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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Étudier la fonction

f(x) = arccos
1− x2

1 + x2
− 2 arctanx

Solution :

1. Puisque arccos est définie sur [−1, 1], il faut que
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6 1, ce qui est toujours vérifié car

∀x ∈ R, 1− x2 6 1 + x2 et 1− x2 > −(1 + x2). Donc Df = R . Il n’y a pas de parité.

2. Puisque arccos est dérivable sur ]− 1, 1[ et que
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= 1 ⇐⇒ x = 0, f est dérivable sur

I1 =]−∞, 0[ et sur I2 =]0,+∞[ comme composée de fonctions dérivables. Et ∀x ∈ I1 ∪ I2 :

f ′(x) =
−1

√

1−
(1 − x2)2

(1 + x2)2

−2

(1 + x2)2
(2x)−

2

1 + x2
=

2sg(x)

1 + x2
−

2

1 + x2

Par conséquent, puisque f ′ = 0 sur I2, ∃C2 ∈ R, tel que ∀x ∈ I1, f(x) = C2 et en faisant

x → +∞, C2 = 0. Sur I1, f ′(x) = −
4

1 + x2
et donc ∃C1 ∈ R, tel que ∀x ∈ I1, f(x) =

4 arctanx+ C1. En faisant x → −∞, on trouve que C1 = 2π.

3. Montrons par la trigonométrie que

∀x > 0, arccos

(

1− x2

1 + x2

)

= 2 arctanx

Soit x > 0. Il existe un unique θ ∈]0, π
2
[ tel que x = tan θ/2. Alors 2 arctanx = θ et

arccos

(

1− x2

1 + x2

)

= arccos(cos θ) = θ(θ ∈ [0, π])
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