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Exercice 0.1 ) & o ¢ Pas de titre
Soit (A, +, X) un anneau tel que

V(z,y) € A% (wy)® =27y

1. Montrer que ¥(z,y) € A%, zyz = 2%y = ya?.
2. En déduire que A est un anneau commutatif .

Solution :
1. Soit (z,y) € A%. En utilisant la propriété de I’énoncé avec z et (1 + ), on trouve que

2
[2(1 + )" = 2*(1 + )
= 22 + 2%y + zyx + (zy)? = 22 + 22%y + 22y?
= zyx = 2%y
(car (zy)? = 2%y?). De méme, en utilisant la propriété avec x et (1 +y) on démontre que
TyT = T2y.
2. Soit (z,y) € A%. En utilisant la propriété du 1. avec (1 + ) et y, on trouve que
(1+2)%y = y(1 + )
=y + 2zy + 22y = y + 2yx + ya?
= 2zy = 2yx
Ce qui ne suffit pas a conclure que xy = yx !
Mais avec la méme idée, développons (1+x)3y. Comme 23y = z(2%y) = z(y2?) = (zyx)r =

(ya?)z = ya?,
(1+2)3y=y(l +2)3

= y + 3zy + 32%y + 23y = y + 3yz + 3yz® + ya?
= 3zy = Jyx
Donc 3xy — 2zy = 3yx — 2yx et par conséquent, zy = yz.
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