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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit (A,+,×) un anneau commutatif et f : A → R+ une application vérifiant : ∀(x, y) ∈ A2,

f(x+ y) 6 sup(f(x), f(y))

f(x× y) = f(x)f(y)

f(x) = 0 ⇐⇒ x = 0A

Montrer que B = f−1([0, 1]) est un sous-anneau de A.

Solution :

1. B est non-vide puisque 0A ∈ B.

2. Puisque f(12
A
) = f(1A)

2 et que f est à valeurs dans R+, on en déduit que f(1A) = 1.

3. Puisque 1 = f((−1A)× (−1A)) = f(−1A)
2, on en déduit que f(−1A) = 1.

4. Soient (x, y) ∈ B2. Puisque f(x, y) 6 sup(f(x), f(y)) 6 1, (x + y) ∈ B. Donc B est stable

pour +.

5. Soit x ∈ B. Puisque f(−x) = f(−1A × x) = f(x), on en déduit que x ∈ B ⇒ −x ∈ B. On

a donc montré que (B,+) était un sous-groupe de (A,+).

6. Soit (x, y) ∈ B2. Alors f(x× y) = f(x)f(y) 6 1 et donc x× y ∈ B. Donc B est stable pour

×.

Donc B est un sous-anneau de A.
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