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Exercice 0.1 ⋆⋆ Algorithme d’exponentiation rapide

Soit un anneau A, un élément de cet anneau a ∈ A et un entier n ∈ N. On rappelle que

a1 = a, et an = aan−1.

1. Combien de multiplications faut-il pour calculer an avec cette méthode ?

2. Si l’on écrit
b = a2, c = b2, d = c2

combien de multiplications sont-elles nécessaires pour calculer a8 ?

3. Plus généralement, si l’on écrit :

an =

{

(ak)× (ak) si n = 2k

a× (ak)× (ak) si n = 2k + 1

et si on note T (n) le nombre de multiplications nécessaires pour calculer an, trouver une
relation entre T (n) et T

(⌊

n
2

⌋)

.

4. Lorsque l’exposant n est une puissance de 2 : n = 2p, calculer T (n).

5. Si un ordinateur met 10−6 seconde pour effectuer une multiplication, comparer les temps
de calcul de a100000 en utilisant a) et c).

Solution :

1. Il faut en calculer n− 1.

2. Il faut en calculer 3 : une pour b, une pour c une pour d.

3. On a T (n) = T
(⌊

n
2

⌋)

+ 1 si n est pair et T (n) = T
(⌊

n
2

⌋)

+ 2 si n est impair.

4. On vérifie que T (2p) = p.

5. Un peu moins de 0, 1 seconde avec 1. Avec 3. on écrit en binaire 100000 =
(11000011010100000)2 autrement dit 105 = 25 + 27 + 29 + 210 + 215 + 216. On a donc
16 + 6− 1 = 21 opérations donc 2, 1× 10−5 seconde avec 3.

1



Références


