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Exercice 0.1 * % Pas de titre
Soit un anneau (A, +, x). Rappelons qu’un élément a € A est nilpotent s’il existe un entier
n € N* tel que a™ = 0.
1. Montrer que si a est nilpotent, alors 1 — a est inversible et calculer son inverse.

2. Montrer que si a et b sont nilpotents et commutent, alors ab et a + b sont nilpotents.
A —- A

. Calculer
= u(x) =ax —zxa

3. Soit un élément a € A. On définit Iapplication u : {

Papplication u? = wo.. . ou.
——
p fois
4. Montrer que si a est nilpotent , il existe p € N* tel que uP soit I'application nulle.

2

Indication 0.0 : Pour 3., commencer par déterminer u2, u3, puis deviner la formule générale

que 'on démontrera par récurrence.

Solution :

1. Sia" =0,alors(1—a)(1+a+...+a" ) = (1+a+...+a" ) (1—-a)=1—-a" =1.
Donc1+a+...+a" ! est I'inverse de 1 — a.

2. Puisque a et b commutent, on a (ab)™ = a™b™. Si a™ = 0, alors on a (ab)™ = 0, ce qu’il fallait
vérifier.

Puisque a et b commutent, on peut appliquer la formule du binéme : (a + b)P =
P

Z (Z)akbpk. Si a™ = 0 et b™ = 0, alors en prenant p = n + m, pour tout entier k
k=0
variant de 0 a4 p, on a k > n - auquel cas a® =0 - oup — k > m - et dans ce cas bP~* = 0.

Tous les termes i a*bP=* sont donc nuls et (a + b)P = 0, ce qu'il fallait vérifier.

3. Montrer par récurrence que

Vred, w(z)=) <Z> (—1)kaP~Fza®.

L—Q




4. Si P'on choisit alors p > 2n — 1, pour k > n, aP~kxak = O,etsik<n—1,alorsp—Fk >
p—n+1>n et alors on a également a?~*za* = 0. Finalement, tous les termes de la somme
sont nuls, et ceci quel que soit x € A. Donc uP = 0.
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