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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Étudier la fonction définie par :

f(x) = arcsin
(

2x
√

1− x2

)

Solution :

1. Pour que la racine soit définie, il faut que x ∈ [−1, 1].

2. arcsin est définie sur [−1, 1]. Étudions donc ϕ(x) = 2x
√
1− x2 sur [−1, 1]. C’est une fonction

impaire. Il suffit de faire l’étude sur [0, 1]. ϕ est dérivable sur [0, 1[ et ∀x ∈ [0, 1[,

ϕ′(x) =
2(1− 2x2)√

1− x2

On écrit le tableau de variations de ϕ et on voit que

∀x ∈ [−1, 1], ϕ(x) ∈ [−1, 1]

avec ϕ
(

1√
2

)

= 1.

Par conséquent, Df = [−1, 1].

3. f est impaire. On fait l’étude sur [0, 1].

4. ϕ est dérivable sur ] − 1, 1[. Comme arcsin est dérivable sur ] − 1, 1[, à valeurs dans [−1, 1]
et ϕ(θ) = 1 si et seulement si θ = 1√

2
. On en déduit que f est dérivable sur I1 = [0, 1√

2
[ et

sur I2 =] 1√
2
, 1[.

5. ∀x ∈ I1 ∪ I2, on calcule

f ′(x) =
2(1− 2x2)

|2x2 − 1|
√
1− x2

Par conséquent, ∀x ∈ I1, f ′(x) =
2√

1− x2
et ∀x ∈ I2, f ′(x) = − 2√

1− x2
.
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6. Donc il existe C1 ∈ R tel que

∀x ∈ I1, f(x) = 2 arcsinx+ C1

et ∃C2 ∈ R tel que
∀x ∈ I2, f(x) = −2 arcsinx+ C2

On détermine C1 = 0 et C2 = π en prenant les valeurs particulières x = 0 et x = 1.

7. En conclusion :

f(x) =

{

2 arcsinx si x ∈ [0, 1√
2
]

−2 arcsinx− π si x ∈ [ 1√
2
, 1]

Montrons en utilisant la trigonométrie que

∀x ∈ [− 1

√
2

,
1

√
2

], arcsin
(

2x
√

1− x2

)

= 2 arcsinx

Soit x ∈ [− 1√
2
, 1√

2
]. Posons

y = arcsin(2x
√

1− x2)

∃!θ ∈ [−π
4
, π
4
] tel que

x = sin θ

Alors
2x

√

1− x2 = 2 sin θ|cos θ| = 2 sin θ cos θ = sin 2θ

Or comme 2θ ∈ [−π
2
, π
2
],

y = arcsin(sin(2θ)) = 2θ = 2 arcsinx
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