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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q,+) vers (Z,+).

Solution : Soit f un tel morphisme. Soit n ∈ N∗. On a

f(1) = f
(

1

n
+ · · ·+

1

n

)

= nf
(

1

n

)

or p = f(1) ∈ Z et qn = f
(

1

n

)

∈ Z. Donc

p = nqn ⇒ |p| = n|qn|

Cette relation étant vraie ∀n ∈ N, en particulier pour n > |p|, on obtient que p = f(1) = 0 et que

∀n ∈ N∗, f
(

1

n

)

= 0.

Alors, si x =
a

b
∈ Q+, avec a ∈ N et b ∈ N⋆,

f(x) = f
(

a
1

b

)

= af
(

1

b

)

= 0.

On en déduit que f est nulle sur Q+, et puisque f est un morphisme, f(−x) = −f(x) ce qui

montre que f est également nulle sur Q−.
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