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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

On considère deux groupes G et G′ et une application ϕ : G 7→ G′. On définit l’ensemble

H =
{(

x, ϕ(x)
)

| x ∈ G
}

Montrer l’équivalence

(

ϕ morphisme
)

(i)

⇐⇒
(

H sous-groupe de G×G′
)

(ii)

Solution :

1. Puisque ϕ est un morphisme, on sait que ϕ(e) = e′. Donc (e, e′) = (e, ϕ(e)) ∈ H . Soient

deux éléments X , Y de H . Il existe (x, y) ∈ G2 tels que X = (x, ϕ(x)) et Y = (y, ϕ(y)).
Comme l’inverse de (y, ϕ(y)) est (y−1, ϕ(y))−1,

XY −1 = (x, ϕ(x))(y, ϕ(y))−1 = (xy−1, ϕ(x)ϕ(y)−1) = (xy−1, ϕ(xy−1)) ∈ H

On a utilisé la propriété d’un morphisme, ϕ(y−1) = ϕ(y)−1.

2. Soit (x, y) ∈ G2, montrons que ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y). Puisque (x, ϕ(x)) ∈ H et que (y, ϕ(y)) ∈
H , comme H est un sous-groupe de G×G′, (x, ϕ(x))(y, ϕ(y)) = (xy, ϕ(x)ϕ(y)) ∈ H . Mais

alors, par définition de H , il existe z ∈ G tel que xy = z et ϕ(z) = ϕ(x)ϕ(y). Cela donne

ϕ(xy) = ϕ(z) = ϕ(x)ϕ(y).
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