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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit (E, ∗) et e ∈ E tels que :
(i) ∀(x, y, z, t) ∈ E4, (xy)(zt) = (xz)(ty)
(ii) ∀x ∈ E, ex = x

(iii) ∀x ∈ E, ∃x′ ∈ E : xx′ = e.
Montrer que ∗ est commutative, associative, puis que (E, ∗) est un groupe.

Solution : On prend x = z = e. D’après (i), on a (ey)(et) = (ee)(ty). D’après (ii) ey = y, et = t

et ee = e. Donc yt = e(ty) = ty. La loi est donc commutative.
On prend z = e. D’après (i), on a (xy)(et) = (xe)(ty). Or et = t d’après (ii) et comme ∗ est
commutative, xe = ex = x. Donc on a (xy)t = x(ty) = x(yt) puisque ∗ est commutative. La loi
est donc associative.
D’après (ii), e est élément neutre à gauche, donc à droite puisque ∗ est commutative. D’après
(iii), tout élément admet un inverse à gauche, donc à droite puisque ∗ est commutative. On a bien
démontré que (E, ∗) est un groupe (abélien).
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