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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Soit (G, .) un groupe et E un ensemble. Soit f : E 7→ G une bijection. On définit sur E la

loi de composition interne suivante :

∀(x, y) ∈ E2, x ⋆ y = f−1(f(x).f(y))

Montrer que (E, ⋆) est un groupe, puis que f est un isomorphisme de groupes.

Solution : La loi ⋆ est interne. Elle est associative : (x ⋆ y) ⋆ z = f−1(f(x).f(y)) ⋆ z =
f−1

(

f
(

f−1(f(x).f(y))
)

.f(z)
)

= f−1 ((f(x).f(y)).f(z)) = f−1 (f(x).(f(y).f(z))) = . . . = x ⋆

(y ⋆ z). Si on appelle e l’élément neutre de (G, .), ε = f−1(e) est élément neutre de E. Soit

x ∈ E, on pose y = f−1(f(x)−1). On a f(y) = f(x)−1 donc f(x).f(y) = f(y).f(x) = e et donc

x ⋆ y = f−1(f(x).f(y)) = f−1(e) = ε et de même f(y).f(x) = ε. Donc y est l’inverse de x pour ⋆.

Par ailleurs, f(x⋆y) = f
(

f−1(f(x).f(y))
)

= f(x).f(y). C’est bien dire que f est un morphisme

de groupes. Comme f est une biection, c’est un isomorphisme.

Cet exercice a déjà été vu dans des cas particuliers. Voir les exercices ??, ?? et ??, pp. ??, ??

et ?? pour f(x) = ex, x+ 1 et th(x).
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