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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Soit (G, .) un groupe commutatif d’élément neutre e. On pose

B = {a ∈ G | ∃n ∈ N
⋆, an = e}

Montrer que B est un sous-groupe de G.

Solution :

— e ∈ B : posons n = 1, on a bien en = e.

— Soit (x, y) ∈ B2. Montrons que xy ∈ B. Comme x ∈ B, il existe n1 ∈ N tel que xn1 = e. De
même, il existe n2 ∈ N tel que yn2 = e. Posons n = n1n2. Alors

(xy)n = (xn1)n2(yn2)n1 = e.e = e

(car xy = yx). Donc xy ∈ B.

— Soit x ∈ B. Vérifions que x−1 ∈ B. Comme x ∈ B, il existe n ∈ N tel que xn = e. Alors on
vérifie que (x−1)n = (xn)−1 = e−1 = e. Donc x−1 ∈ B.
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