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Exercice 0.1 ⋆ Groupe des vitesses en relativité restreinte

Soit G = ]−1, 1[. On définit sur G une loi ⋆ par

∀ (x, y) ∈ G2, x ⋆ y =
x+y

1+xy

.

Montrer que (G, ⋆) est un groupe abélien.

Solution : On a th(u + v) =
th u+ th v

1 + thu th v
. Donc on pose x = thu, y = th v, et on a x ⋆ y =

th(u+ v) = th(argthx+ argth y).
On en déduit :

— la loi ⋆ est interne, puisqu’une tangente hyperbolique appartient à ]−1, 1[.

— (x ⋆ y) ⋆ z = th(argthx+ argth y + argth z) = x ⋆ (y ⋆ z).

— 0 est élément neutre.

— L’opposé de x est aussi son inverse pour ⋆.
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