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Exercice 0.1 ⋆⋆ Formule de Machin

1. Montrer que π

4
= arctan 1

2
+ arctan 1

3
.

2. Pour tout x ∈ R \
(

π

8
+ π

4
Z
)

, exprimer tan (4x) en fonction de tanx.

3. En déduire la formule de Machin :

π

4
= 4 arctan

1

5
− arctan

1

239

Solution :

1. Notons α = arctan 1

2
+ arctan 1

3
. En utilisant les formules d’additions pour la tangente :

tan (α) =
1

2
+ 1

3

1− 1

2
× 1

3

= 1.

De plus 0 6 α 6 π, donc nécessairement α = π

4
.

2. Soit x ∈ R \
(

π

8
+ π

4
Z
)

. Toujours par application des formules d’additions, on montre que :

tan (4x) =
4 tan (x) − 4 (tan (x))3

1− 6 (tan (x))
2
+ (tan (x))

4

3. Par application de cette dernière formule, on trouve que : tan
(

4 arctan 1

5

)

= 120

119
. Donc, une

fois encore grâce aux formules d’additions, si on note β = 4 arctan 1

5
−arctan 1

239
, on trouve :

tanβ =
tan

(

4 arctan 1

5

)

− tan
(

arctan 1

239

)

1 + tan
(

4 arctan 1

5

)

tan
(

arctan 1

239

) =
120
119

−
1

239

1+120
119

×
1

239

= 1

et donc comme dans la première question, on montre que β = π

4
, ce qui démontre la formule

de Machin.
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