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Exercice 0.1 ⋆⋆ Nombres de Fermat

On appelle nombres de Fermat, les entiers de la forme

Fn = 22
n

+ 1, n ∈ N.

1. Montrer que pour tout entier x ∈ N et tout p ∈ N
∗, l’entier x2

p

− 1 est divisible par x+1.

2. Montrer que deux nombres de Fermat distincts sont premiers entre eux.

Solution :

1. On a 1−
(

x2
)p

=
(

1− x2
)
∑p−1

k=0

(

x2
)k

de quoi découle le résultat.

2. Soient deux entiers n < m. Posons p = m− n et écrivons

Fm − 2 = 22
m

− 1 = 22
n+p

− 1 = 22
n
2
p

− 1 =
(

22
n
)2

p

− 1

Mais pour tout entier x, l’entier x2
p

−1 est divisible par x+1. Il existe donc un entier q ∈ N

tel que

Fm − 2 = (22
n

+ 1)q

c’est-à-dire

Fm − Fnq = 2.

Il en résulte que Fm ∧ Fn est un diviseur de 2. Mais puisque les nombres de Fermat sont

impairs, le seul diviseur possible est 1.
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